Induccion Matematica y Buen Orden

I[saac Meza

Sabemos que el Principio de Induccion (PI) es equivalente al Principio
del Buen Orden (BO). Asi, toda proposicién que puede ser demostrada con
PI puede ser demostrada con BO y viceversa. Sin embargo, puede ser que
la demostracién con BO sea més elaborada que una demostracién con in-
duccién; o viceversa. Es la practica la que nos ayudara a identificar qué

demostracion es mas adecuada.
El esquema de demostracién por induccion es el siguiente:

Problema: Demuestra que Vn >4 P(n) se satisface.
Proof. 1. [Caso Base] Demuestra que la proposicion es valida para n = 4.

2. [Hip6tesis de Induccién] Supongamos que el resultado es cierto para
UNA n >4, esto es, P(n) se cumple.

3. [Paso Inductivo] A partir del caso n (O de los casos 4,5,...,,n In-
duccién Modificada) prueba que se cumple el caso n + 1. SIEMPRE
utiliza la hipétesis de induccion.

4. [Conclusién] Vn > 4, P(n) se satisface.
[

Mientras que el esquema de demostracion utilizando BO es el siguiente:
Problema: Demuestra que Vn >4 P(n) se satisface.

Proof. 1. Define el conjunto C' de contraejemplos:

C :={n > 4|P(n) no se cumple}



2. Supongamos que C' es no vacio, y se intentara llegar a una contradiccion.
3. Por el Principio del Buen Orden, existe un menor elemento ¢ € C'

4. Llega a una contradicciéon. Usualmente la contradicciéon sera que existe
un elemento menor a c y que pertenece a C.

5. Concluye que C tiene que ser el vacio, y por lo tanto que la proposicion

es verdadera
O]

Ejemplo 1 Demuestra que Vn € N se cumple que:
" n(n+1)
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[Induccién]

Proof. Procedemos por induccién sobre n.

[Base de Induccién] Para n = 1 es inmediato puesto que

1.e.
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[Paso inductivo] Queremos demostrar que
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Ahora,
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Que es precisamente lo que queriamos demostrar.
Conclusion: se cumple Vn € N. O
[Buen Orden]

Proof. Sea C'={n € N | Z;.l:lj + @} Supongamos que C' es no vacio;
por el Principio del Buen Orden C' tiene un elemento minimo, llamémosle c.
Nétese que ¢ # 1 porque claramente 1 € C. Luego, todo n < ¢ satisface
(;por qué?); en particular ¢ — 1 cumple con (1)), asi pues
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Lo cual es una contradiccién (;por qué?). Luego, C' es vacio, por lo que
(1) se satisface para todo n € N.
]

El siguiente resultado es un ejemplo clasico que se demuestra con BO.

Theorem 1. Sea a € N un nimero compuesto. Demuestra que existe p € P
tal que p | a; donde P es el conjunto de los primos.

Proof. Sea C, = {n € N | n # 1y n | a} , claramente C' es no vacio
(porque?). Por el Principio del Buen Orden C, tiene un elemento minimo,
llamémosle p.

Afirmamos que p € P.



Si p ¢ P consideremos C, = {n € N | n # 1y n | p}, bajo el mismo
argumento sea ¢ el elemento minimo de C, y claramente ¢ < p (;por qué?) .
Sig<p(iquépasasiq=p?),q|p,p|aporloqueq]|aloquecontradice
a p como elemento minimo y luego p € P. O]

Corollary 2. Todo numero n € N puede ser factorizado como producto de
Primos.

Ejercicio 1  Demuestra el corolario anterior.

Ejercicio 2  Utilizando induccién, demuestra el corolario ante-
rior.

Ejercicio 3 Encuentra el error en la siguiente demostracién.
Vn € N se cumple que n =n + 1.

Supongamos que la proposicién es cierta para n. Queremos pro-
bar que n +1=n+ 2.

n+l=Mm+1)+1...... [Por Hipétesis de Induccién]
=n+2

Por lo que el resultado es valido para todo natural.



